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АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПРОЦЕССЕ СУШКИ  
ТОНКИХ КАПИЛЛЯРНО-ПОРИСТЫХ ПЛОСКИХ МАТЕРИАЛОВ
Аннотация. Приведен анализ решения дифференциальных уравнений нестационарной теплопроводности для 
неограниченной пластины при теплообмене ее поверхностей с окружающей средой по закону Ньютона при постоян-
ной температуре среды. Для использования результатов решений уравнений в процессах сушки тонких плоских ма-
териалов проведено исследование зависимости коэффициентов переноса от температуры и влагосодержания. В ре-
зультате изучения и анализа ряда литературных источников с высокой достоверностью установлены закономерно-
сти изменения коэффициентов теплопереноса в процессе сушки. Исследования сушки тонких влажных пластин из 
белых и красных глин с известными коэффициентами переноса показали, что при малых значениях теплообменного 
критерия Био и малых градиентах температур по сечению тонкого материала использование результатов решений 
уравнений теплопереноса дает вполне удовлетворительное совпадение расчетных и экспериментальных значений 
температур и длительности сушки. Установлено, что при малых числах Био главным фактором является внешний 
тепломассообмен поверхности материала с окружающей средой и скорость сушки слабо зависит от внутреннего 
массопереноса. Показано, что использование численных методов решения дифференциальных уравнений возможно 
с разной степенью приближенности только при точных и достоверных зависимостях коэффициентов переноса от 
влагосодержания и температуры. Для ряда материалов с известными коэффициентами переноса использование 
в расчетах аналитических методов представляет значительный интерес и сближает теорию с практикой сушки.
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CALCULATION OF THE KINETICS OF HEAT TRANSFER USING THE EXPERIMENTAL DATA OF MOISTURE  
EXCHANGE IN THE PROCESS OF CONVECTIVE DRYING OF THIN FLAT MATERIALS
Abstract. In the paper, the authors analyzed the solution of the differential equation of non-stationary heat conduction 
for an unbounded plate during the heat exchange of plate surfaces with the surrounding medium according to Newton’s law 
at a constant temperature of the medium. To use the results of solving the equations in the drying of thin flat materials, 
the dependence of the heat transfer coefficients on temperature and moisture content was studied. As a result of studying and 
analyzing a number of literature sources, the regularities of the change in the heat transfer coefficients during drying are estab-
lished with high reliability. Studies of drying of thin wet plates of white and red clays with known heat transfer co efficients 
have shown that for small values of the heat transfer criterion of the Bio and small temperature gradients over the sec tion of 
a thin material, application of the results of solutions of the heat transfer equations gives completely satisfactory agreement 
between the calculated and experimental values of the temperatures and the duration of drying. It is established that for small 
Bio numbers, the main factor is the external heat and mass transfer of the surface of the material with the surrounding 
medium and the rate of drying depends little on internal mass transfer. It is shown that the use of numerical methods for 
solving differential equations is possible with varying degrees of approximation only for accurate and reliable dependences of 
heat and mass transfer coefficients on moisture content and temperature. For a number of materials with known heat transfer 
coefficients, the use of analytical methods in calculations is of considerable interest and brings the theory closer to the practice 
of drying.
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Введение. Температура материала в процессе термической обработки является одним из 
важных параметров, определяющим не только длительность процесса и энергозатраты, но и ка-
чество конечного продукта. Поэтому в процессе сушки при минимальной длительности процес-
са температура и время ее воздействия на материал должны обеспечивать необходимые техноло-
гические свойства. Значительное влияние на выбор рационального режима сушки оказывает 
также температура теплоносителя.
Основным препятствием для увеличения интенсивности влагообмена при сушке является 
ограниченная возможность увеличения температуры теплоносителя, поскольку повышенная 
температура, особенно при длительном процессе, может вызывать напряжения, разрушающие 
структуру материала. Поскольку температура теплоносителя определяет технологические свой-
ства, длительность сушки, то необходим контроль температуры материала в конкретных усло-
виях производства.
Постановка задачи. Существует много приближенных уравнений для расчета температуры 
материала в период убывающей скорости сушки, основанных на обобщении многочисленных 
опытных данных [1].
В связи с широким развитием компьютерной техники и численных методов решения систем 
дифференциальных уравнений стало возможным использование с различной приближенностью 
результатов аналитических решений уравнений тепломассопереноса для расчета длительности 
сушки и температуры материала. При этом основная проблема заключается в определении коэф-
фициентов переноса и в достоверности применяемых значений с учетом их зависимости от вла-
госодержания и температуры. Для ряда материалов с известными коэффициентами переноса по-
является возможность для вычисления температуры материала использовать результаты чис-
ленных решений уравнений теплопереноса А. В. Лыкова в процессах сушки [2, 3]. При этом 
в зависимости от сложности задачи следует учитывать и результаты экспериментальных иссле-
дований [3].
Методика эксперимента. Экспериментальные исследования проведены с использованием 
сушильной установки с конвективным подводом тепла к материалу от нагретого воздуха, кото-
рая имеет необходимую измерительную, регистрирующую и регулирующую аппаратуру. 
Экспериментальные образцы размещались в камере сушилки на специальной подвесной этажер-
ке, соединенной с электронными весами, посредством которых через равные промежутки време-
ни измерялась масса образцов с непрерывной регистрацией температуры материала посредством 
электронного самописца. После окончания сушки образцы помещались в сушильный шкаф для 
определения массы абсолютно сухого материала. По данным изменения массы образцов мате-
риалов построены кривые сушки. По записи электронного самописца определялось изменение 
температуры материала и строились температурные кривые сушки.
Для изготовления экспериментальных образцов использованы белая и красная глины, взя-
тые с предприятий города Минска по производству керамических изделий и кирпича. Образцы 
из керамического порошка и красной глины замешивались на воде, тесто в виде пластин различ-
ной толщины несколько суток выдерживалось под давлением в пресс-формах, и затем в эксика-
торе проходило выравнивание влажности. Образцы толщиной более 5 мм по периметру влаго-
изолировались фольгой во избежание стока влаги с торцов.
Решения. Рассмотрим решение задачи на нагревание однородной бесконечной пластины 
толщиной δ/2 в среде с постоянной температурой t
c
 по С. Н. Шорину [4]. Теплообмен поверхно-
стей пластины с окружающей средой происходит по закону Ньютона. Начальное распределение 
температуры в пластине равномерное. Поскольку изменение температуры пластины по условию 
задачи происходит симметрично по обе стороны от плоскости симметрии, то начало координат 
помещается в середине пластины. 
Решение дифференциального уравнения нестационарной теплопроводности при граничных 





( ) cos exp( Fo),
n




Θ τ = µ µ -µ∑   (1)
где Ai – тепловые амплитуды, μi – корни характеристического уравнения, Fo – критерий Фурье.
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Решение дифференциального уравнения дает для корней μi характеристическое уравнение [4]
 tg Bi,i iµ µ =  (2)
где Bi – теплообменный критерий Био.
Трансцендентное уравнение (2) имеет бесконечное множество корней μi, каждый из которых 
удовлетворяет граничному условию поставленной задачи [4]. Решается это уравнение путем 
подбора пяти первых корней уравнения (2) для различных значений критерия Био [4].
Решение является громоздким, однако в большинстве случаев оно упрощается, поскольку 
заметный вклад оказывают несколько первых корней, а при малых значениях критерия Bi << 1 
достаточно точное решение получается уже при первом корне μ
1
 характеристического уравне-
ния (2) [4]. Окончательное решение задачи при Bi << 1 для избыточной относительной темпера-
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 – соответственно температура среды и поверхно-
сти материала.
Температура на поверхности материала во втором периоде сушки при x = δ/2 находится в ре-
зультате решения уравнения (3), где первый корень μ
1
 уравнения (2) по таблицам [2, 3, 6]. Более 
точно корень μ
1












В результате решения дифференциального уравнения нестационарной теплопроводности 
для неограниченной однородной пластины при тех же условиях нагревания А. В. Лыковым [2] 
операционным методом получено уравнение, аналогичное уравнению (1), с той лишь разницей, 
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При Bi < 0,1 можно пользоваться только одним первым корнем характеристического уравне-
ния μ
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При значениях Bi < 0,1 допустимо tgμ
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2 Biµ =   [2, 4]. Анализ значе-
ний первого корня μ1 при Bi < 0,1 приводит к выражению 1cos cos Biµ ≈ , и уравнения (3) можно 
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Интенсивность нагревания тонкой пластины п /d dΘ τ   при Bi << 1 прямо пропорциональна 
коэффициенту теплообмена и обратно пропорциональна первой степени характерного размера 
пластины R = δ/2 [2]. Интенсивность нагревания тонкой пластины при толщине δ/2 и Bi < 0,1 
определяется скоростью переноса тепла от поверхности в окружающую среду (внешняя задача), 
и в этом случае интенсивность нагревания п /d dΘ τ   практически не зависит от толщины. При 
Bi > 0,1 интенсивность нагрева определяется толщиной пластины, и п /d dΘ τ   тем больше, чем 
выше значения Bi (внутренняя задача) [2].
Анализ величины первого корня μ1 при изменении Bi от 0,1 до 0,5 показал, что параметр A1 
в формуле (4) изменяет свои значения в диапазоне 1,02–1,04. Таким образом, уравнение (5) до 
значений Bi ≈ 0,4 дает погрешность при вычислении температуры на поверхности не более 5 %.
Из формулы (5) при Bi < 0,1 ( )1cos Bi cos 1≈ µ ≈  после подстановки 2IIFo / ( / 2)a= τ δ  опреде-
















где вл 0/ ( )Wa с= λ ρ  – коэффициент температуропроводности влажного тела, м2/с (λW – коэффи-
циент теплопроводности, Вт/(м·ºС); с
вл
 – удельная теплоемкость влажного тела, Дж/(кг·ºС); ρ0 – 
плотность сухого тела, кг/м3).
Для использования результатов аналитических решений уравнений теплопереноса в инже-
нерной практике необходимы надежные измерения коэффициентов теплопроводности влажных 
материалов в зависимости от влагосодержания и температуры [2, 3, 5]. Определение коэффици-
ентов теплопроводности, температуропроводности и удельной теплоемкости при одновременном 
изменении температуры и влагосодержания представляет известные трудности [3, 5]. Основным 
требованием для получения достоверных значений коэффициентов переноса является требова-
ние кратковременности теплового воздействия на влажный материал в эксперименте для пре-
дотвращения значительных изменений температуры и влагосодержания [5, 6]. Поэтому создание 
простых и универсальных приборов для определения термических коэффициентов является 
важной задачей теплофизики [3, 5].
При использовании результатов решений уравнений с постоянными коэффициентами пере-
носа для случая, когда коэффициенты переменны, необходимо знать физический характер про-
текания процесса. В малоинтенсивных процессах сушки, когда температура при изменении вла-
госодержания материала не претерпевает значительных изменений в коротких промежутках 
времени для тонких материалов при Bi < 0,1 и небольших градиентах температуры по сечению 
тела, полагая незначительными изменения коэффициентов переноса в течение малых промежут-
ков времени, в инженерной практике можно использовать аналитические решения дифференци-
альных уравнений теплопереноса, полученные при постоянных коэффициентах переноса, если 
погрешность расчетов находится в допустимых пределах.
Удельные теплоемкости с0 сухих тел определяются химическим составом материала и его 
макроструктурой и являются линейной функцией температуры [6, 7]. Удельные теплоемкости 
влажных тел существенно зависят от влагосодержания и определяются по уравнению [1, 5, 7]
 
вл 0 ж ,с c c u= +   
где с
вл
, с0, сж – удельные теплоемкости влажного, сухого тела и жидкости соответственно. Для 
сухих глин с0 ≈ 0,8 –0,82 кДж/(кг·ºС).
Известно, что с увеличением влагосодержания строительных и теплоизоляционных мате­
риалов возрастает влияние температуры на коэффициент теплопроводности, особенно при тем-
пературах выше 50 °С [3, 5, 6, 7], и для большинства влажных материалов коэффициенты тепло-
проводности и температуропроводности с повышением влагосодержания вначале увеличивают-
ся, а потом – уменьшаются таким образом, что кривые изменения термических коэффициентов 
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от влагосодержания ( )W f uλ =  и ( )a f u=  имеют максимум. Этот максимум объясняется пере-
ходом одной формы связи влаги с материалом к другой [3, 5, 6]. Для влажных белых, красных, 
желтых, каолиновых глин этот максимум наблюдается приближенно в области влагосодержания 
до 0,2u ≈  [3, 5, 6]. В результате изучения и анализа ряда литературных источников [3, 5, 6, 7–10] 
с достаточной точностью установлены закономерности изменения термических коэффициентов 
от влагосодержания и температуры. В результате обработки имеющихся опытных данных для 
влажных глин установлена приближенная зависимость ( )W f uλ =  при температуре 45 °С, изо-
браженная на рис. 1, с. В области влагосодержаний u = 0,07–0,17 зависимость близка к линейной.
Согласно экспериментальным данным В. П. Журавлевой [7] по сушке обожженной прони-
цаемой пористой керамики с пористостью 10–28 % в области влагосодержания 0,04–0,14 при 
температурах материала 40–50 °С, коэффициенты теплопроводности λW и температуропрово-
дности a значительно отличаются от значений для влажных необожженных глин. Обжиг строи-
тельных материалов значительно увеличивает значения λW и a, особенно с повышением темпера-
туры материала выше 50 °С с уменьшением влагосодержания [3, 5, 7]. Табличные данные источ-
ников [8–10] дают значения для сухой керамической плитки и керамических изделий λ
0
 = 1,3– 
1,5 Вт/(м·°С), а для проницаемой пористой керамики по данным [7] в области влагосодержаний 
0,04–0,14 и при температурах выше 50 °С коэффициенты теплопроводности принимают значе-
ния λW = 1,7–3,7 Вт/(м·°С) в зависимости от пористости и плотности ρ0 = 1680–1860 кг/м
3.
Таким образом, важное значение приобретают исследования по установлению точных значе-
ний коэффициентов переноса в зависимости от влагосодержания и температуры.

















Коэффициент теплообмена a  определяется по формуле для теплообменного критерия Нус-
сельта Nu [1, 3]. Для сушки глин формула имеет вид [1]
Рис. 1. Зависимости ( )u f= τ  и ( )t f= τ  для процессов сушки влажных пластин из глины при режиме сушки t
c
 = 120 °С; 
скорость воздуха υ = 5 м/с: a) пластина глины толщиной δ = 26 мм; b) пластина глины толщиной δ = 12 мм;  
c) зависимость ( )W f uλ =  для сушки влажных глин
Fig. 1. Dependencies ( )u f= τ  and ( )t f= τ  for the processes of drying wet plates from clay under the drying regime t
c
 = 120 °C; 
air velocity υ = 5 m/s: a) clay plate with thickness δ = 26 mm; b) clay plate with thickness δ = 12 mm;  
c) dependence ( )W f uλ =  for drying wet clays














=        
  (8)
где Re – критерий Рейнольдса; сT   и м.т.T  – абсолютные температуры среды и мокрого термоме-
тра, К; u  и крu  – текущее и критическое влагосодержание влажного материала. В период посто-
янной скорости сушки кр ./ 1u u =  















 – соответственно теплопроводность 
и кинематическая вязкость воздуха, определяемые по температуре среды по таблицам [12].













=        
 (9)
На рис. 1 изображены кривые сушки ( )u f= τ  и температурные кривые t = f(τ) для поверхно-
сти и в центре влажного материала: влажных пластин из красной глины толщиной δ = 26 мм (a) 
и δ = 12 мм (b), а на рис. 2 даны эти кривые для сушки влажной необожженной керамической 
пластины толщиной δ = 10 мм (I) и проницаемой обожженной пористой керамики с пористостью 
10 % толщиной δ = 5 мм (II).
Из теории следует, что критерий Фурье, входящий в экспоненциальную функцию, пропор­
ционален времени теплового воздействия на материал. Температура на поверхности и в центре 
пластин более интенсивно возрастает в начале нагрева, и ее рост замедляется в конце [4]. С уве-
личением толщины материала (ростом Bi) эти изменения усиливаются [4]. Из представленных 
экспериментальных графиков t = f(τ) видно, что теория хорошо согласуется с экспериментом.
Рис. 2. Зависимости ( )u f= τ  и ( )t f= τ  для процессов сушки тонких влажных керамических пластин.  
I – влажная керамическая необожженная пластина толщиной δ = 10 мм;  
II – проницаемая пористая керамика толщиной δ = 5 мм. Режим сушки: tc = 120 °С; υ = 5 м/с
Fig. 2. Dependencies ( )u f= τ  and ( )t f= τ  for drying processes of thin wet ceramic plates. I – wet ceramic unfired plate 
with thickness δ = 10 mm; II – permeable porous ceramic with thickness δ = 5 mm. Drying mode: tc = 120 °C; υ = 5 m/s
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Коэффициент температуропроводности можно определить по данным эксперимента по мето-












где b = dt
п
/dτ – скорость изменения температуры на поверхности материала во времени, °С/с; 





ратуры на поверхности и в центре тела, °С.
Необходимое условие применения уравнения (10) заключается в следующем: изменение тем-
пературы материала должно соответствовать уравнению (5) при значениях критерия Bi < 1 
и Fo > 0,5, температура любой точки тела становится функцией времени, градиенты температу-
ры и влагосодержания невелики и постоянны во времени [2, 5, 6, 11] (внешняя задача). При ма-
лых перепадах температуры между центральными и поверхностными слоями температуру мате-
риала можно приближенно определить по зависимости
 п м.т. ,t t b= + τ  (11)
где τ – время прогревания материала в процессе сушки от начального влагосодержания до за-
данного текущего значения.
Для определения коэффициента температуропроводности a по методу А. В. Лыкова необхо-
димо по результатам единичного опыта построить в укрупненном масштабе для уменьшения 
погрешности графического дифференцирования графики зависимостей для кривой сушки 
( )u f= τ  и температурные кривые II( )t f= τ . Пример расчета коэффициента a показан на рис. 1. 
Текущее влагосодержание выбирается так, чтобы к кривой t
п
 = f(τ) более точно провести ка-
сательную для определения b (см. рис. 1). Затем проводится касательная к точке 2 при вла го-
содержании 0,07u =  и определяется скорость нагрева поверхности пластины в точке 2; 
п 0,02/ °С/2 с.b dt d= τ ≈   Перепад температуры между поверхностью и центральным слоем мате-
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что удовлетворительно согласуется с расчетным значением коэффициента a: из табл. 1 для пла-
стины толщиной δ = 26 мм, а = 6,4·10–7 м2/с при 08,0=u  .
Температура на поверхности пластины в точке 2 (см. рис. 1) по уравнению (11) при времени 
прогревания пластины от влагосодержания 0 0,2u =  до 0,115,u =  равном τ = 1650 с, и темпера-
туре t
м.т.
 = 41 ºС (табл. 1) равна
 t
п
 = 41 + 0,022 · 1650 = 77,3 ºC. 
В эксперименте в точке 2 (см. рис. 1, а) температура составляет t
п.экс.
 ≈ 78 ºC.
В табл. 1–3 представлены результаты расчетов всех параметров для определения температу-
ры материала по уравнениям (3) и (5). Анализ расчетных данных показывает вполне удовлетво-
рительное совпадение значений температуры материала с экспериментальными значениями. 
Однако следует отметить, что использование аналитических решений требует достаточно точ-
ных значений коэффициентов переноса от влагосодержания и температуры.
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Та б л и ц а 1. Расчет температуры на поверхности пластин глины в процессе сушки конвективным способом
Ta b l e 1. Calculation of the temperature on the surface of the clay plates for the process of drying with a convective method
Пластина глины 135×110×12 мм; ρ
0
 = 1790 кг/м3; 0 0, 236u =  ; кр 0,15u =  ; Iм.т. п  41 °Сt t≈ =  ; крa   = 26,1 Вт/(м·ºС); λ0 = 0,5 Вт/(м·ºС).  
Режим сушки: t
c


































































Пластина глины 130×120×26 мм; ρ
0
 = 1860 кг/м3; 0 0, 2u = ; кр 0,125u =  ; Iм.т. п  41 °Сt t≈ =  ; крa   = 26,1 Вт/(м·ºС); λ0 = 0,5 Вт/(м·ºС).  
Режим сушки: t
c













































































Та б л и ц а 2. Расчет температуры на поверхности влажной необожженной керамической пластины  
в процессе сушки конвективным способом
Ta b l e 2. Calculation of the temperature on the surface of a moist unbaked ceramic plate  
for the process of drying with a convective method
Влажная керамическая пластина 120×80×10 мм; ρ
0
 = 1860 кг/м3; 0 0, 273u = ; кр 0,16u =  ; Iм.т. п  38 °Сt t≈ =  ; крa   = 23,6 Вт/(м·ºС); λ0 = 0,5 Вт/(м·ºС). Режим сушки: t
c


































































Та б л и ц а 3. Расчет температуры на поверхности проницаемой обожженной пористой керамики  
для второго периода сушки
Ta b l e 3. Calculation of the temperature on the surface of the permeable porous ceramics fired  
for the second drying period
Пластина проницаемой обожженной пористой керамики 120×80×5 мм; ρ
0
 = 1860 кг/м3; 0 0, 2u = ; кр 0,1u =  ; Iм.т. п 50 °Сt t≈ =  ;  


































































Заключение. Исследования сушки тонких плоских влажных капиллярно-пористых матери-
алов при значениях теплообменного критерия Bi << 1, малых перепадах температур по сечению 
тела, невысоких значениях коэффициента теплообмена при конвективной сушке и достоверных 
значениях коэффициентов переноса показали, что расчет температуры на поверхности материа-
ла по аналитическим уравнениям дает вполне удовлетворительное согласование расчетных зна-
чений с экспериментом.
Для обоснованного и правильного выбора режима сушки необходимы точные значения те-
плофизических характеристик материалов и их зависимость от влагосодержания и температуры, 
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что позволит расширить возможность использования компьютерной техники при решении прак-
тических задач.
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